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Trigonometria

Trigonometria es una palabra que proviene del griego y. literalmente, significa medida
del triangulo. En sus inicios, esta rama de la matemadtica se desarrollo en el estudio de
las relaciones entre los dngunos y los lados del tridngulo, como consecuencia de sus
aplicaciones a la astronomia, navegacion y agrimensura. Dicho estudio se centraba en
las llamadas razones trigonométricas y su fundamento geométroco es el que sigue.
Consideremos un dngulo agudo como el de la figura 2.1 y desde su lado final tracemos
perpendiculares a su lado inicial.
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Fig 2.1

Es claro que todos los tridngulos rectangulos que asi se forman son semejantes y. en
consecuencia, sus lados homoélogos son proporcionales. Se puede, entonces, escribir 6
razones distintas de lados cuyo valor, en cada caso, es constante para todos estos
tridngulos:

AB AB, AB, AB, ‘Curc?m opue.vsm.:za‘
OB, OB, OB, OB,  |Hipotenusd|

OA, O0A, OA, OA, ‘Ca!em adyacente ua‘

OB, OB, OB, OB, B ‘Hiporeu.usu‘

AB AB, AB, AB, ‘Curem ()ptif’.'i‘f()r.:‘&"
0OA OA, OA, 0A, Catetoadyacente act
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y las razones reciprocas de éstas.Dada cualquiera de estas razones, el dngulo o queda
determinado en forma tnica y, ademads, puede ser construido con gran precision. Estas
son las razones trigonométricas y se denotan:

senao :=(cateto opuesto de a)/(hipotenusa), se lee seno alfa.
coso :=(cateto adyacente a o)/(hipotenusa), se lee coseno alfa
tan o= (cateto opuesto a a)/(cateto adyacente a o)

= senc /cosq, se lee tangente alfa, y las reciprocas de estas:
cot a:= l/tana, se lee cotangente alfa
sec ou= 1/cosq, se lee secante alfa
cosecou= 1/send, se lee cosecante alfa

En vista de que a cada angulo agudo corresponde un tnico valor de cada una de las
razones trigonométricas y, reciprocamente, dado un valor de una de éstas razones hay
un dnico angulo agudo determinado por éste, se obtuvo en forma natural, pero en
absoluto facil, la ordenacién en tablas de valores: «° v/s (valor de razones
trigonométricas), de gran utilidad prictica. Son pocos los dngulos agudos para los
cuales los valores de las razones trigonométricas son obtenibles por argumentos
geométricos elementales: entre ellos se cuentan los dados en la tablal y fracciones
sencillas de los mismos como 15°, 18°, 22.5° etc.

o 30° 45° 60°

senot 172 V21 V312

cosl V312 V212 12

tana V373 l J3
TABLAI

Para ilustrar el uso de esta tabla consideremos el siguiente ejemplo:
En el triangulo de la figura2.2, rectiangulo en C, se liene que

AB=c= ]0.2[(‘»‘!]. C
AC=b=6. J[(‘n'a],
a=2CAD =35"24"

Para calcular la longitud de la altura h =CD
se tiene que: % =seno—=h =AC senc s — B
D



Utilizando solo los cinco primeros digitos de la calculadora se tiene que
sen(35°247)=sen35.4=0.57928 =h = (6.1)(0.57928) = 3.53361[cm]

A medida que se extiende el uso de calculadoras cientificas y computadores, la
utilizacién de tablas es cada vez menos frecuente. Sin embargo, esto ultimo no pasa de
ser un detalle pues la gran evolucién de la Trigonometria se ha producido en su
{ratamiento tedrico y en las aplicaciones. En efecto, del tratamiento geométrico de las
razones (rigonométricas, se ha pasado a formulaciones mas abstractas y generales, de las
cuales en este curso solo veremos la mas elemental de ellas que corresponde a la
funcién trigonométricas; en cuanto a las aplicaciones, estas abarcan toda clase de
fenémenos periddicos como oscilaciones y vibraciones: desde las ondas sonoras a un
rayo de luz, desde las olas del océano a una ecocardiografia o desde la teoria de
comunicaciones a las vibraciones de las alas de un avién, la Trigonometria encuentra
aplicacién en la descripcion de una gran cantidad de fendémenos. Todo esto, por
supuesto, no invalida el tipo de trabajo que se mostré en el ejemplo anterior, el cual aun
resulta aconsejable en presencia de un problema suceptible de ser ftratado
independientemente de un sistema de coordenadas.

Funciones trigonométricas

Medicién de dngulos. Desde un punto de vista intuitivo, podemos considerar que un
dngulo es el conjunto de puntos de un plano generado por la rotacion de una semirecta
en torno a su extremo, desde una posicion inicial hasta una posicion final. A estas
posiciones de les llama lado inicial y lado final del dngulo; el extremo de la semirecta es
el vértice del dngulo(fig2.3)
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Fig23

Con esto se entenderd que en trigonometria interesan los dngulos dirigidos y, atin mas,
diremos que el dngulo estd en posicion standard si su lado inicial coincide con el
semieje positivo OX, por lo tanto su vértice e el origen, de un sistema de coordenadas



cartesiano X =Y. Un dngulo de dird que es positivo si la rotacion de la semirecta es en
sentido contrario a la de los punteros del reloj y negativo en el caso contrario.por
supuesto, el lado final del dngulo puede dar mas de una vuelta completa en torno al
vértice, generando asi angulos con medidas mayores que 360° o menores que -360°.

Medida en radianes de un dngulo. Consideremos la funcion enrrollado, w:R— St
descrita en la seccion 1.1 y sea X € R. La porcidon de la recta real (trazo) determinada
por el origen O y el punto x es enrrollada sobre S'(en el sentido positivo si x>0 y en el
sentido negativo si x<0),cubriendo un arco de S' cuya longitud es I | y que puede dar
varias vueltas sobre S', partiendo desde el punto A=(1,0) hasta alcanzar el punto final
P=(x,.v,).

Este arco subtiende un dngulo de:
6° =n- 360° +0°

donde n = n° de vueltas alrededor de S y
a=Z(AOP) (=(0OA,OP)para indicar que es dirigido)

Entonces,x es la medida de 6 en radianes.

Fig24

En la fig 2.4 se tiene que:

07 = 2
Xx=77=27+5.

Dado que la longitud de S' es 27, entonces el trazo determinado por O y x da una

vuelta completa sobre S' y abarca, ademds, 1/8 de vuelta. Con esto el dngulo
sobtendido es en grado sexagesimales:

6°= 1360°+ % = 405°,

y en radianes: 8" =97/4

rad

En general:a—= T
o  180°




Funciones trigonométricas. Hemos visto que un dangulo 6, salvo el nimero de vueltas
sobre §' que se deduce de su medida en grados o radianes, queda completamente
determinado por un punto: w(x) =P =(x .y, )e st

Luego podemos formular las definiciones siguientes.

Definicién 2.1

i) La funci6n sen: R—R se define por: sen(x) =y,.
ii) La funcién cos: R—R se define por: cos(x) = X,
Observaciones:

(1) De la definicion anterior se tiene que

Sen=1,0w i

COS=T, 0w

Del mismo problema resuelto obtenemos la siguiente tabla de valores para las funciones
sen y cos.

X 0 /6 /4 /3 2 21/3 /4 S/6 T
sen(x) | 0] 172 V22 | N3z ] V372 | N2 |12 0
cos(x) | 1 V32 | V2 |12 0 -1/2 2| -3 -1

Ademds, dado que los valores de sen(x) y cos(x) solo dependen del punto final
P=(x ,v )sobre S'y la longitud total de S' es 27, enteonces, fuera del intervalo [0,

r * -r‘ﬂ
27], los valores de estas funciones se repiten preiddicamente y las graficas de estas
funciones se extienden también periédicamente sobre todoR.
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(2) En la fig. 2.6 podemos observar que
las razones ftrigonométricas send y
cost, mencionadas en la introduccion
a esta seccion, quedan incluidas como
valores de las funciones sen y cos en el

sentido que, para un dngulo agudo «,

se verifica:

\\\,_,/ o \\__/// 4
Fig25
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‘ Cateto opuestoad y
sen(o®)=sen( & )=sen(x)= i =0

Hipoteniisa 1

‘ Cateto advyacenteaa X,
“=cos(x)= 2 ==L

Hipotenusa 1

cos(a”)=cos( &

Asi sen(x) queda representado por la longitud del trazo P_Q y cos(x) por la longitud
deO_Q. Por otra partem dado que, para cada x €R se tiene que (cos(x)sen(x))e S', a

estas funciones también se les llama funciones circulares (con valores en S')
verificindose que:

Dom sen= Dom cos= R, Rec cos=[-1,1] y
cos’ (x)+ sen (x) =1 paracada x € R.
Definicion 2.2

Sea AcR y sea f: A—R una funcidn. Si existe una constante positiva p tal que:
i) xeA=Xx+Kk-pe AparacadakeZ,y
ii) f(x + kp)= f(x)para cada xe A, entonces diremos que f es una funcién
periddica y que p es un periodo de f.

Observacion: Resulta evidente que, si p es un perfodo, entonces np es, también, un
periodo para cada n € N. Si ocurre que, entre todos los periodos de una funcién
periddica, existe un periodo T que es el mas pequefio, entonces diremos que T es el
periodo de la funcidén (observe gque para una funcién constante cualquier constante
positiva es un periodo).

Corolario 2.1.1 Las funciones sen y cos son periddicas con periodo T=2n

Siguiendo la nomenclatura empleada en las razones trigonométricas y usando la nocién
de cuociente de funciones vista en la Sec 1.2, definimos las funciones trigonométricas
(circulares) siguientes.

Definicidon 2.3: Las funciones tan, cot, sec y cosec se definen por:

= SN ot =L — s ~=_1 veosec=-L
tan = ws’("'Ot_ lani.m"’se[" cos “ Cos ec — sen’

Observaciones:

(1)Dom tan = Dom sec = {xe R
= {xeR (7, o w)(x) #0}
= {x eR|w(x)=(0,1),(0,—-1)}

={xe Rlx2%" 7 ke Z} y, andlogamente

cos(x)=0}

Dom cot = Dom cosec = {xe R|.v #kw.ke 7 }



(3) En la fig 2.6, los valores de estas funciones trigonométricas quedan
representadas por las longitudes de los trazos que se indican:

tan(x) = AT ,cot(x) = ﬁ sec(x) = OT ,cos ec(x) = oT..

En adelante escribiremos, como es costumbre hacerlo, sen x en lugar de sen(x), cos x en
lugar de cos(x), etc.

Propiedades de las funciones trigonométricas

Propiedades e Identidades Fundamentales. Casi todas las propiedades e identidades
fundamentales pueden desprenderse de las formulas para sen(a + ) o cos(a + 5). De
alli que existan variadas formas de obtener dichas férmulas, algunas de las cuales
propusieron como ejercicio en la seccién anterior. De todas las formas conocidas de
obtener las expresiones para sen o cos de una suma, la mas facilmente comprensible,
general y breve parece ser la sugerida por Cauchy y, con el fin de utilizarla en nuestro
trabajo, necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 2.4: La distancia entre dos
puntos cualesquiera A = (¢, ,u,) y B = ¥
(b,,b,)en R, que denotaremos d(A,B),
es:

d(AB)= (b, —a,) +(b,—a,)’.
Si A y B fueran puntos sobre el eje OX;
es decir A =(«,,0), B =(5,,0) entonces

d(A.B)= /(b —a,)" =|b—a| ysi Ay
B fueran puntos sobre el eje OY, es decir
A=(0, a,), B=(0, b,), entonces d(A,B)= Fig21l

\sz - “2)2 =

bgfuz‘.



De la fig 2.21 puede observarse que la Def 2.4 simplemente establece la validez del
Teorema Particular de Pitdgoras en nuestras representaciones grificas.

Consideremos, ahora, la fig 2.22 donde:

LAOP: ﬁ._. ‘ji'"
ZAOQ=a—f
ZAOR = a, o 5
A =(1,0), ’
P =(cos f,senf3), g
— 5 ¥ ﬁ 3 Y
0 = (costa — B), sen(a— ) ) 3 Y b
R =(cosa,sena).
Fig222

Ya sea que consideremos la congruencia de los tridngulos AOQ y POR, o que
ZAOQ y ZPOR(de igual medida) subtienden cuerdas con la misma longitud, se

tiene que: d*(A.Q)= d*(P.,R); es decir:

(cos(@ — B)—1)" +(sen(a— B)—0)° =

= (cosar—cos B)° + (senw —senf3)’ < 2—2cos(ax— )
=2-2cosacos f—2senasenf =

& cos(a— ) =cosacos §+ senasenf3.

Dado que en la obtencién de esta dltima férmula no hemos hecho consideracion de la
medida de ay £ ni del cuadrante en el cual sus lados finales estdn ubicados, se obtiene

el teorema siguiente.

Teotema 2.1 Para todo &, ff €R se verifica que
cos( — ff) = cos @ cos 5 + senasenfs

Nota:

De la formula obtenida en el Teor 2.1 podemos derivar todas las identidades
trigonométricas, las cuales son igualdades que satisfacen para todos los valores de las
variables en los dominios de las funciones involucradas;de estas identidades listamos a
continuacién aquellas que consideramos fundamentales.



Identidades fundamentales:

sec’ @ =tan’ @ +1

sen(a + ) = senacos 3 + cos asenf3
sen(¢ — ) = senwcos ff —cos asenfi
cos(a + ) = cosacos ff — sencsenf3
cos(a— ) =cosacos B + senasenf3

tana + tan 3
|—tanatan
tana — tan 3
| +tantan 3

tan(a + ) =

tan(ax — ) =

sen2a = 2send cos & cosla = cos® a — sen’a

” tan 2¢
I—tan” &

sen(e/2)= i\f"—]"'é’s" .cos(e/2) = i\“"‘—“"zf‘“’,

tan(g/2) = +,[lese

\' I+cosar

(El doble signo ante cada raiz no debe mal entenderse: en cada caso debe seleccionarse
el que corresponda de acuerdo con o y la funcién correspondiente).

’ 23 — D epp Z8 qc &8
sena + .5‘(.’!!/5 = Z5en 3 Cos 3
o+

na — senf3 = 2c op 2P
sen — senfi = 208 - sen Sk

cos a4 cos ff = 2cos HEcos 5

cos & — cos ff = —2sen 5= sen 3~

2

Ademads, para cada 6 R:

send = cos (5 —6)
cosB = sen(5—6)
tgd =cot(5-8)
cotb =tg(5-6)
secB = cosec (5 —6)

cosecB = sec (5 —6)



Un manejo eficiente de las identidades trigconométricas permite la simplificacion de
férmulas, el computo de expresiones en las cuales intervienen varias funciones pero
sélo se conoce los valores de una de ellas, la determinacién de ceros de combinaciones
de funciones trigonométricas (ecuaciones trigonométricas), etc.

Ls sinusoide general. Toda funcién de la forma:

y = a sen (ot)+b cos(owt), (1

se llama funcion sinusoidal. La funcion en (1) podemos escribirla:

{2 2 b 2
y=va’ +b"| — semmx+ﬁcosmr . (2)
\vVa  +b Na®+b

Dado que:

2 2

a b . e b .

- =| +|— =1,s5¢ tiene que| — - . S
\va®+b* Na® +b* Na* +b* Nat +b?

= existeuniinicop,0 < ¢ < 27, tal que :

‘ a , b ‘
COS@: jj,j'é’ﬂﬁ?: ?’f‘gg): bla.
Va* +b? Na® +b*

Luego, poniendo A:= Ny , (2) se puede escribir:
y = A (cos ¢ sen @y + sen@cos wx )=Asen( ax + @ ). (3)

(Es claro que (1) también puede escribirse en la forma: Acos( @x+ ¢ 7)).
En (3) se tiene que:

a) si T es el periodo de la sinusoide, entonces:
2T

Asen(@(x+T)+ @) = Asen(ax + @) = Asen(ax + 27+ 9) =T = W
0
b) y= Asen(wx+¢) = Aserz( X— (—2)}
\ (]

Luego, - ? es el monto en el cual la sinusoide estd desfasada (adelantada o atrasada) v,
1)

en consecuencia, para graficarla podemos iniciar un ciclo en el punto (_ﬁ 0).
@

Llamaremos a - ? el angulo de fase de la sinusoide.
@



¢) Al nimero positivo A lo llamaremos (por razén que debe ser obvia de la
fig 2.23) Amplitud de la sinusoide.

d) Al ndmero positivo M =2x/T lo llamaremos frecuencia.

y=Asen @ x+¢)

v 1
l
\

Apendice 2.2
Un Programa Grafico.

1. Para obtener una vision grafica de lo que representa los pardmetros A, T, ¢ y o,
utilice el programa gréfico que se incluye en el Anexo para graficar la sinusoide:

f(x)=A sen(m x+0),

para todas las combinaciones de los siguientes valores: A = %2, 1, 2;
o=, 1, 3 (con los correspondientes valores de T= % );

0=-m/3, 0, W3,

2. Las posibilidades de aplicacion de las funciones trigonométricas al estudio de
toda clase de fendmenos periddicos, se ven més claramente después de un curso
de Anilisis de Fourier (Cdlculo IV). Sin embargo, las cacilidades graficas que
ofrece el programa utilizado en 1, permiten imaginar el amplio campo de
aplicaciones que se ofrece a estas funciones.

Consideremos las ondas f(t) que se definen a continuacion y las correspondientes series
de Fourier.

P ‘ .
fo= ?O + ; (a, cosnar + b, sennayt)o f(i)=c,+ ; ¢, cos(nwyt —6,))
que las representan



(1) La onda cuadrada de amplitud uno y periodo 27 (fig 2.24); es decir:

-1 -7 =<t =<0
f(r)={

_l 0 <=1 <=7«

[(t) =2(sent ++sendt ++sendt +...)

ot

Fig 224

(2) La onda diente de sierra (fig 2.25) definida por:

f()y=2t,0=<1 =T,
T=rmw,=27lT,A=1

f(t)=3—L(senwyt +%sen2ayt +Lsendot +...)

T

ity

n
En cada caso grafique las sumas parciales §, =« +Z(-) para n=1, 2, 3, 4
k=1
utilizando el programa grafico ya mencionado. ;Poe qué no aparecen los términos
en cos nw,t en las series de (1) y (2)?



Dos teoremas en el Triangulo-Ecuaciones Trigonométricas

Consideremos un ftridngulo ABC -
cualquiera y ubiquémoslo en un
sistema de coordenadas cartesianas
de modo que su dngulo o esté en
posicion  standard  (fig = 2.28). a
Entonces b

Fig 228

A =(0,0), B=(c,0)yC=b(cosq, sena) = (b cosct, b sena) y

a’=d*(B,C)=(c—bcos)’ +(0—bsencx)’
=c’ +b*cos’ a—2bccosa + b sena =
=b*(cos® a+sen’a)+c’ —2bccosa
=h*+c?—2bccosa

Se tiene, entonces, el siguiente resultado.

Teorema 2.2 (Teorema del cos). En un tridngulo ABC cualquiera se tiene que
a’ =b*+c¢* = 2bccosa.

Poniendo en posicién standard los dngulos [ y v se obtiene en forma andloga:
b*=a’+c*-2accosp
c?=a’+b?-2abcosy

Teorema 2.3 (Teorema del sen) . En un tridngulo ABC cualquiera se tiene que

sencx  senfl  seny
a b C

Las aplicaciones inmediatas de estos dos teoremas son obvias:

i) mediante la utilizacion del Teorema del cos es posible encontrar la longitud
de un lado de un tridingulo conociendo las longitudes de los otros dos y la



medida del angulo comprendido por estos tltimos, y los dngulos conociendo
los tres lados.

ii) Mediante la utilizacion del Teorema del sen es posible encontrar la longitud
de un lado (respectivamente la medida de un dngulo) de un tridngulo
conociendo el dngulo (respect. lado) opuesto y otro par lado-dngulo
Opuestos.

De los teoremas de congruencia de tridngulos en geometria plana elemental, sabemos
que un tridngulo dado queda completamente determinado si se comoce uno de los
siguientes conjuntos dados:

(1) Un lado y dos dngulos

(2) Dos lados y el dangulo opuesto al mayor de ellos.
(3) Dos lados y el dngulo comprendido.

(4) Los tres lados

Luego, los teoremas del sen (casos(l) y (2)) y del cos (casos (3) y (4)) debieran
bastarnos para resolver cualquier tridAngulo bien determinado.

Ecuaciones trigonométricas. Estas son ecuaciones en las cuales la variable o incégnita
(puede ser mas de una) soélo aparece en el argumento de una funcién trigonométrica. Asi

2+cosx-2tan(x/2)=0

es un ejemplo de tales ecuaciones, mientras que
tanx —x =0

no lo es.

Cabe advertir que, al igual como ocurre con otros tipos de ecuaciones, el conjunto
solucion de una ecuacion trigonométrica puede ser vacio, como ocurre con:

cos? (2x) + 2sen’x = 4.

Por otra parte, si una ecuacién trigonométrica tiene una solucidén, entonces, como
consecuencia de la periodicidad de las funciones trigonométricas tiene infinitas
soluciones. Debido también a dicha periodicidad, sélo es necesario encontrar las

soluciones de una ecuacion trigonométrica sobre el intervalo[0, 2w)(o[-mt,7)) a las cuales
Ilamaremos soluciones basicas; el resto de las soluciones se obtiene sumando a las
soluciones basicas el periodo correspondiente. Asi por ejemplo, para la ecuacion:

senx = Y2,

Que equivale a buscar dngulos en posicién standard que determinan sobre S' puntos de
ordenada y,=1/2, se tiene las soluciones basicas: /6 y 57/6 (fig 2.29)



Luego, el conjunto solucién de la ecuacion es:

S={z+2krme ZUfE+2kme 7} \

kr+Zsi  kespar l N/\
0

172
. . 76
kr—%si kes uuparJ x
o
s

Fig2.19

En la resolucion de una ecuacion trigonométrica se busca reducir éstas a ecuaciones tan
simples como la del ejemplo anterior, utilizando para ello las identidades
trigonométricas y las leyes del dlgebra elemental. Recordemos que muchas de estas
ecuaciones es posible escribirlas como ecuaciones algebraicas en x e y von la
restriccion: x* + y* =1.

Para ecuaciones como: tanx = x°, en las cuales la variable independiente o incégnita
aparece, tanto como argumento de una funcidn trigonométrica como en una funcién
algebraica se muestra, en la seccion siguiente, un método numérico para resolverlas.



